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Soit £ € Ry et = (m)i>0 une fonction réelle croissante tq
1o = 0. (D¢) est un processus gamma de parameétres (&, ) ssi
1. Do =0
2. les accroissements de (D) sont indépendants
3. les accroissements D;.s — D; de (D) sont de loi gamma
de paramétres (&, ntrs — 1t)

Densité de Dy :
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Exemple

1. Cas linéaire : n; = at. Processus a accroissements
stationnaires (processus de Lévy).

2. Cas non-linéaire 1 : iy = at?

3. Cas non-linéaire 2 : n; = Go(1 — ygzﬁlﬁzt)‘ﬁz_l, courbe de
Paris-Erdogan (Lawless & Crowder, 2004)
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Intégration de covariables ou effets aléatoires

Quelques modéles proposés :

Singpurwalla (1995)

Bagdonavicius & Nikulin (2001) : modéle de vie accélérée
t — teX'P

Lawless & Crowder (2004) : ¢ aléatoire et dépend de
covariables x

Zhao et al. (2009)
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Description du modéle :

e Covariables
e deux états possibles : 0 (conditions normales) et 1 (forte
sollicitation)
e dynamique markovienne (Z;) : processus markovien de
saut sur {0,1} = sachant Zo = 0, loi de Z; = loi de
Bernoulli de paramétre py :

A
=P[Z, =1|Zy =0l = —" (1 — ettt
Pr 2 20 = 0] A+ u ( € )

e Dégradation :
e conditions normales : processus gamma de parametre

(f, nt)
o forte sollicitation : processus gamma de parametre (&, 7ot )
avecb >1
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e (T,) instants de sauts du processus (Z;)

e Processus (D;) de dégradation :

n

Dt = Z(DTk - DTk_l) + (Dt - DTn) ’
k=1

SiTh<t<Thy

e Conditionnellementa (Ty), Dr, — Dr,_, est une va de loi
gamma :
o de paramétre (&, nr, — nr,_,) Si k impair
o de paramétre (&, noT, — 7bT,_,) SiNON
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Exemple de simulation

Gamma process with binary Markovian covariates

time




Temps d’atteinte

Temps d’atteinte d’un niveau fixe ou aléatoire
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Probleme général

e Temps d’atteinte d’un niveau fixe ¢ > 0 ou aléatoire C par
le processus de dégradation :

Tc=inf{t >0; D; >c}

e (Dy) : trajectoires croissantes

vVt >0, P[Te>t]=P[D; <]

e Trois cas étudiées :
e Absence de covariables
e Un seul saut (i = 0)
e Cas général stationnaire



Plan de I'exposé Modele Temps d’atteinte Conclusions et perspectives

Notations

e [(+) : fonction gamma



Plan de I'exposé Modeéle Temps d’atteinte Conclusions et perspectives

Notations

e [(+) : fonction gamma
e I'(+,-) : fonction gamma incompléte supérieur



Temps d’atteinte

Notations

e [(+) : fonction gamma
e I'(+,-) : fonction gamma incompléte supérieur
e v(+,-) : fonction gamma incompléte inférieur



Temps d’atteinte

Notations
I(-) : fonction gamma
I(-,-) : fonction gamma incompléte supérieur
v(+,-) : fonction gamma incompléte inférieur

VY (-) : fonction digamma ou dérivée logarithmique de I'(+)



Temps d’atteinte

Notations
I(-) : fonction gamma
I(-,-) : fonction gamma incompléte supérieur
v(+,-) : fonction gamma incompléte inférieur

V() : fonction digamma ou dérivée logarithmique de I'(+)
pFq : fonction hypergéometrique généralisée

s (a1)k -+ - (ap)k zk
Fq(ai,...,ap;bq,...,bg;2) = —_—
pFa(a1 pr M1 9:2) Z(bl)k"'(bq)k k!

ou (X)n = I'(x +n)/I(x) (symbole de Pochammer)



Temps d’atteinte

Notations
e ['(-) : fonction gamma
e I'(+,-) : fonction gamma incompléte supérieur
e 7(-,-) : fonction gamma incompléte inférieur

V() : fonction digamma ou dérivée logarithmique de I'(+)
pFq : fonction hypergéometrique généralisée

s (a1)k -+ - (ap)k zk
Fq(ai,...,ap;bq,...,bg;2) = —_—
pFa(a1 pr M1 9:2) Z(bl)k"'(bq)k k!

ou (X)n = I'(x +n)/I(x) (symbole de Pochammer)

Références : Abramowitz & Stegun (1972), Gradshteyn &
Ryzhik (1965)
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Absence de covariables

Etudié dans le cas stationnaire par Park & Padgett (2004).
Exentension immédiate au cas général :

Proposition
La fonction de répartition de T est :
r(77t7 C/g)
Fr.(t) = ———=2
0= T

Si n est dérivable, alors la densité de T est :

) =t (v - 1og (2)) (- H228))

" (C)"‘
=) 2Fa(ne,mme + 1, +1; —c/)
n2l () \ &
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Pour la fonction de répartition :
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Pour la fonction de répartition :

P[Te <t] = P[D; > ]

- [ ()
/c IO A W
r(77t>C/5)

()
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Pour la densité :

/

Frol®) = s g T ©/€) — V) (. /6)

Calcul de la dérivée de I'(n,c/€) par rapportat :
(/&)™

T

F(m,c/§) = T(m)—v(m,c/§) =T(m)—

1F1 (neme + 1, —c/¢€)
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Pour la densité :

/

Frelt) = o g T ©/€) — V) (o /6)

Calcul de la dérivée de I'(n,c/€) par rapportat :
(/&)™
Tt

F(me,c/§) = T(m)—v(m,c/§) =T(m)— 1F1 (e + 1, —c/€)

Or,

d
ElFl (ne;me + 1, —c/€)

/

= %(ﬂ:l (m;me + 1 —c/&) — 2F2 (e, mes e + L,me + 15, —¢/8))
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Pour la densité :

/

Frelt) = s g T ©/€) = V) (. /6)

Calcul de la dérivée de I'(n;,c/€) par rapportat: D’ou,

%F(m,C/E)—m () (W() — log(c/€))

(e /5)77t
s

+n log(c /) (m, C/§)+ oF2 (e, me;me + L,me + 1, —c/€)



Plan de I'exposé Modeéle Temps d’atteinte Conclusions et perspectives

PDF of the hitting time of a fixed level
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Quid pour un seuil aléatoire (cf. Abdel-Hameed, 1975) ? Soit C
une va de loi exponentielle de paramétre p et T¢ le temps
d’atteinte de ce seuil.

Proposition
La fonction de répartition de T est :

Fro(t)=1—(1+p)™™
et la densité de T, est :

fre (t) = n(1 4 p€) "™ log(1 + pt)

Méme résultat que Frenk & Nicolai (2007) par une autre
méthode.
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PlTc<t] = [ P[Tc <t|C =x]pe " dx
0

p > —pX
= W/O M, x/§)e™"” dx

Application de la formule (6.5.36) dans Abramowitz & Stegun

(1972) :
Tt
Fre() =1~ <l+1p£>
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Cas général ? Approximation par un mélange de loi d’Erlang.

Proposition
Soit C une va de densité :

1

k
fe (x) _Zplp -

avec (P1,...,Pn)tgp1+---+pn=1p>0etky,...,ky >0.
Alors la fonction de répartition de T est :

NP (pE)" pé
FTc(t) = ; ki!(ﬁt)ki (l —|—p§)ki+7h2Fl <1 e + k k 11 f)
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Un seul saut

e On suppose que p = 0 : état 1 absorbant = un seul saut!

e A : date du seul saut du processus (Z;) = va de loi
exponentielle de paramétre A

e Modéles connexes : par exemple, Saassouh et al. (2007)
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Expression pour la loi de D; (avec t fixé) :
¢ conditionnement par rapport a I'instant du seul saut

e décomposition de I'intégrale sur les intervalles [0,t] et
[t, oo

e fonction de survie de Dy :

tr _u),C —at
]P[Dt > C] _ / (Tlu +77a(t u) /é) )\e_)\u du_'_m
o T+ Nag-u)) ()
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Expression pour la loi de D; (avec t fixé) :
¢ conditionnement par rapport a I'instant du seul saut

e décomposition de I'intégrale sur les intervalles [0,t] et
[t, oo

e fonction de survie de Dy :

t r — At
P[D > ] = / (nu +77a(t—u)7c/€))\e_)\u du+r(nt,0/£)e
0 F(nu + 77a(t—u)) ()

¢ transformée de Laplace de D¢ (cas linéaire
essentiellement) :

1 _)‘t(l—l—Zf)a (a—1)t

a@— 11 128 +(14z&) e

Ble 7] = A(1+26) "
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CDF of the hitting time of a fixed level - single jump
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Cas géneéral stationnaire

 (Dy) = processus a accroissements stationnaires et
indépendants (processus de Lévy)

e Ou encore (Dr,) : processus de renouvellement alterné
(sur la base de deux lois gamma)

e Conséquence : "permutations"” possibles des
acroisssements sur les intervalles
[O,Tl[, [Tl,Tz[, ceey [Tn,t] (avec Tn <t<« Tn+l)

e Quantité d'intérét : A = temps de séjour dans I'état O pour
le processus de covariables sur [0, t]
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P[Agu]_ze n! ZQ(n’k)Z i (t) (1 t)
n=0 k=0 i=k
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e 7 =max(\, p) : horloge du processus (Z;)

e Q(n, k) : probabilité que la chaine harmonisée visite k fois
I'état O en n transitions — relation de réccurence
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Loi de A? De Souza e Silva & Gail (1986), Sericola (1988,
1990, 1994)

_ N A 2. /n Uyt Uy
P[Agu]_ze n! ZQ(n’k)Z i (t) (1 t)
n=0 k=0 i=k
avec :
e 7 =max(\, p) : horloge du processus (Z;)

e Q(n, k) : probabilité que la chaine harmonisée visite k fois
I'état O en n transitions — relation de réccurence

Erreur (N) dans la troncature de la série @ N termes :

N n
e(N)<1- Zeﬁm

n!
n=0
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Encore du travail immédiat. . .

Cas d’un seul saut : calculs "plus" explicites ?

Cas général stationnaire : mise en ceuvre de calculs
numeériques ? calculs explicites possibles ?

Et des covariables non binaires : expressions plus
complexes exploitables numériquement?

Et une dynamique non markovienne pour les covariables ?
Au moins via des approximations par des lois de type
phase ou dans le cas semi-markovien ?
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et d’autres modeles a étudier
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avec XM et X (@) deux processus gamma indépendants :
le premier processus décrit les dégradations d’'un systeme
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e Intégration de covariables comme précédemment dans les
processus gamma?

e Temps d’atteinte ? Sur la base des travaux de Jeannin &
Pistorius (2007) sur le processus VG
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